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УДК 536.25
об аэродинамической модели капельного кластера
an aerodynamic modeL oF the droP cLuster
аННОТаЦИЯ. Изложены результаты новых экспериментальных и теорети-
ческих ис сле до ва ний капельного кластера, позволивших внести существенные 
изменения и уточнения в опубликованную нами ранее аэродинамическую мо дель 
капельного кластера. Экспери мен тально установлено, что перепад темпера тур 
между крайними нижней и верхней точками на по верхности капли достига ет 4 К, 
а число Марангони — зна че ния 360, что означает сущест вование интен сив ных 
термо ка пил ляр ных течений в капле. Для вих ревого течения внутри капли найде-
но приближенное аналитичес кое решение, линии тока и компоненты скорости. 
Ха рактерная скорость течения жид кости внутри капли по порядку величины 
равна v ~0.1 м/с. Получена оценка угловой скорости вращения всей капли ω ~ 102 с-1. 
Скорость движения трас серных микрочастиц по поверх ности жидкости вблизи 
капли подтверждает эту оценку. Однако вращение ка пель не объясняет подъемной 
силы, т.к. угловая скорость вращения на 2 порядка меньше необходимой величи-
ны. Пока за но, что причиной возникновения подъемной силы является дей ст вие 
па ро воздушного потока. Теоре ти ческие оценки находятся в хорошем согласии 
с экспериментальными данными.
SUMMARY. The results of new theoretical and experimental investigations of the 
drop cluster are expounded.  due to these results we introduced important changes and 
specifications into the aerodynamic model of the drop cluster, which we had published 
earlier. It is experimentally determined, that the temperature difference between the 
bottom and the top of the droplet reached 4 K, and the Marangoni number is 360. It stands 
for the existence of intensive thermo capillary flow in the droplet. The approximated 
analytic solution for the vortex flow into the droplet, circular streamlines and velocity 
components were found. Typical velocity of flow into the droplet is approximately 
v ~ 0.1 m/sec. The estimation of rotational velocity of the droplet is approximately 
ω ~ 102 sec-1. The velocity of trace micro particles, moving on the liquid surface by 
nearly of droplet, confirmed this value. However, the rotation of the droplet does not 
explain the lifting force, because the rotational velocity is by two orders less, then 
it is necessary. It is shown that the cause of the lifting force is the steam-air flow. 
The performed theoretical estimations agree with the experimental data.
Ключевые СлОва. Капельный кластер, микроаэродинамика, микрофлюидика, 
термокапиллярные течения, конвективные потоки.
KeY wORdS. drop cluster, micro aerodynamics, micro fluid-dynamic, thermo 
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Введение. В статье [1] была рассмотрена приближенная аэро ди на ми чес кая 
модель капель ного кластера [2]. Было высказано пред по ло жение, что под дей-
ст вием тер мо ка пил ляр ных сил происходит быстрое вра щение капель вокруг 
го ри зон таль ной оси, что является причиной ус той чи вос ти кластера к коалес-
цен ции со слоем жидкости. Дальнейшие эксперимен таль ные и теоретические 
ис сле дования, частично подтвердив эту модель, по з во лили внес ти в нее сущест-
венные изменения и уточнения.
Экспериментальные исследования. Геометрические размеры кюветы, 
применяемой для генерации капельного кластера, показаны на рис. 1. Общая 
схема эксперимен таль ной установ ки и описание методик измерения темпера-
тур ных полей и скорости испарения воды в области локального нагрева слоя 
приведены в [3]. 
Рис. 1. Конструкция дюралевой кюветы, используемой для генерации капельного 
кластера: слой воды (1); медный стержень (2), на который навита нихромовая 
проволока (3), нагреваемая электротоком
Поле температур. Измерения температурного поля [3], выполнен ные с 
по мо щью тепловизора Titanium 570M со специализированным объективом, обе-
спечивающим разрешающую способ ность 15 мкм, подтвердили сделанные в [1] 
оценки градиента температуры. Эти измере ния показали, что градиент темпе-
ратуры T´z 
вблизи поверхности жид кос ти (z — координата, направленная вер-
тикально вверх) составляет T´z = –(35±5) К/мм, а разность температур на по-
верх ности капли ∆т достигает значения 4 К и более (рис. 2). 
Рис. 2 . Перепад температуры между верхним участком поверхности 
капли кластера и слоем жидкости под каплей.
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При этом значение числа Марангони:
                       (1)
Здесь  — разность значений поверхностного натяжения в ниж-
ней и верхней частях капли,  = 0.145 мН/Км — температурный градиент 
коэффици ен та по верх ност ного натяжения воды, μ = 10-3 Па·с — вязкость воды, 
а = 1.6·10-7 м2/с, тем пе ра ту ро проводность воды). Численное значение дано для 
характерно го радиуса капли R = 50 мкм и раз нос ти тем ператур на по верх ности 
капли ∆т = 4 К. При отсутствии твердых границ и других препятствий это 
означает неиз беж ность воз ник но ве ния в капле интенсивного термокапиллярно-
го течения. Оцен ки ско рости этого течения, выполненные в работе [4] с помощью 
термо ди на мических со отношений, дали значение ∼ 0.5 м/с, по порядку вели-
чины, сов па да ющее с по лу ченным в статье [1] в рамках аэродинамической 
модели.
Циркуляция воды в капле. Оценим скорость течения воды в капле, ре шая 
гидродинамическую задачу. Если поле температур симметрично отно си тельно 
вертикальной оси капли, то течение также должно быть симметричным. Линии 
тока вблизи поверхности должны быть направлены по меридианам" от южного 
полюса" к более холодному северному полюсу" и замыкаться в об рат ном на-
правлении вблизи полярной оси" (рис. 3). 
Рис. 3. Линии тока в капле, построенные по формуле (4). В правом полушарии" 
жидкость движется по линиям тока против часовой стрелки, в левом — по часовой 
стрелке. 1 (поверхность и полярная ось) — ψ = 0; 2 — ψ = 0.001; 3 — ψ = 0.04; 
 4 — ψ = 0.1; 5 — ψ = 0.2; 6 (центр вихря) — ψ = 0.25.
Известно классическое ре ше ние похожей задачи об обтекании капли 
(W Rybczynski), изложенное в [5]. Следуя схе ме этого решения, будем искать 
угловой компонент скорости v
θ
 в виде:
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                               (2)
где a и b — неизвестные пока константы. Для нахождения радиального ком-
по нента скорости vr используем уравнение непрерывности:
                    (3)
Интегрируя, находим:
                          
(4)
Из очевидного граничного условия vr = 0 при r = R, находим:
                                      (5)
Таким образом,
                             (6)
                            
(7)
В частности, при  угловой компонент скорости v
θ
 обращается в нуль, 
т.е. точки на окружности радиуса в «экваториальной» плос кости θ = π/2 
являются центром вихря. Константа a равна скорости жидкости внутри капли 
вдоль полярной оси, а также на поверхности вблизи «экватора», т.е. имеет смысл 
ха рак терной скорости жидкости внутри капли; для ее определения ис пользуем 
гра ничное условие для сдвигового компо нен та σrθ тензора напря же ния на по-
верх ности капли:
           
(8)
Компо нен т σrθ обусловлен температурным градиентом поверхностного на-
тя же ния:
                                  (9)
отсюда
                                 (10)
Для раз нос ти тем ператур на по верх ности капли ∆Т = 4 К характерная ско-
рость a равна примерно 0,1 м/с, что на порядок меньше оценки, полученной 
нами в статье [1].
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Для функции тока в сферической системе координат имеем:
                       
(11)
Подставляя сюда формулы (6) и (7) и интегрируя, находим:
                          
(12)
Вид линий тока изображен на рис. 3. Очевидно, что при полной симметрии 
вращение всей капли отсутствует. При нарушении симметрии из-за взаи мо дей-
ст вия с окружающей средой баланс моментов сил трения между окружающим 
газом и по верхностью правого и левого полушарий" капли нарушится. Это 
приведет к тому, что капля как целое приобретет момент импульса, вектор 
которого лежит в го ри зон тальной плоскости, что можно интерпретировать как 
вращение всей капли с некоторой угловой скоростью ω. Поскольку полной 
симмет рии в ре аль ном эксперименте никогда не бывает, то все капли кластера 
должны вращаться, что и пред по ла гает аэродинамическая модель, предложен-
ная нами в статье [1]. Угловая ско рость вра ще ния капли зависит от не сим мет-
рич ности на гре ва капли ε, которая имеет по ря док отношения радиусов капли 
и нагревателя: ε ~ Rкапли/Rнагревателя ≈ 0.05мм/1мм =1/20. Отсюда угловая ско-
рость вращения ω ~ εа/R ≈ 102 1/с. По закону сохранения мо мента воздух, 
окружаю щий каплю, получит такой же момент импульса, направ лен ный 
противополож но, т.е. вокруг капли возникнет циркуляционный поток воздуха, 
скорость кото ро го вблизи капли имеет порядок
V ~ ωR ≈ 5·10-3 м/c.                              (13)
Измерить непосредственно скорость этого потока сложно. Однако дви жу-
щийся воздух создает течение на по верх ности жидкости. На рис. 4 представле-
ны фотографии трассерной микро час ти цы на по верх ности жидкости вблизи 
капли кластера. Анализируя эти снимки, можно оценить скорость те чения 
(рис. 4). Как видно из графика, скорость имеет по рядок 1 мм/с и достигает 
максималь ного зна че ния под каплей кластера. 
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Рис. 4. Траектория движения микрочастицы на межфазной поверхности жидкость-газ 
вблизи капли кластера (видеозапись с частотой 25 кадров в секунду). Дополнительно 
приведен график зависимости скорости трассерной частицы для прямолинейного 
участка траектории. Отсчет ведется от центра капли, под которой проплывает частица, 
υтр ср — средняя скорость на закрытом каплей участке траектории
С по мощью этих данных оценим ско рость воздушного потока вокруг вра-
щающейся капли. На межфаз ной по верх ности воздух-вода должно соблюдать-
ся равенство касатель ных на пря жений:
,                              (14)
где индекс 1 относится к воздуху, 2 — к воде, z — вертикальная координата. 
Гра диент ско рости жидкости имеет порядок
,                                     (15)
где δ — толщина пограничного слоя на поверхности жидкости. Характерный 
размер области, в которой воздушным потоком создано течение, как видно на 
рис. 4, примерно равен 3R. Отсюда число Рейнольдса Re = 3Rvz / v ≈ 0.2, а тол-
щина по гра нич ного слоя м. Таким образом, из равенства 
(14) на хо дим:
,                         (16)
где h — высота капли над поверхностью жидкости. При характерном значении 
h ~ 20-25 мкм величина V ≈ 5·10-3 м/c, что хорошо согласуется с оценкой (13).
Факт вращения капель подтверждается и другими экспериментами [6-8], 
и сом нений не вызывает. Однако приведенные выше оценки угловой скорости 
этого вращения да ют значение, на 2 порядка меньшее, чем было получено в ра-
боте [1]. Поэ то му вращение капли не может со з дать подъемную силу, до ста-
точ ную для ее удержания над горизон таль ной по вер х нос тью.
Механизм создания подъемной силы. Основной причиной, создающей 
подъемную силу, является дей ст вие па ро воздушного потока, возникающего 
вслед ствие интенсивного ис па рения жид кос ти, которое происходит с нагретого 
133
физико-математические НаУки. иНфоРматика
об аэродинамической модели капельного кластера ...
участка ее поверхности [3], [8]. Скорость паровоздушного потока оценивалась 
по скорости уменьшения массы жид кос ти m  при нескольких значениях мощ-
ности нагревателя (рис. 5); одновременно измерялась температура нагретого 
участка T0. 
Рис. 5. Скорость уменьшения массы жид кос ти при различных значениях мощности 
нагревателя. 1 — 0 мВт; 2 — 0.165 мВт; 3 — 0.394 мВт; 4 — 0.722 мВт
Зная пло щадь S нагретого участ ка поверхности и скорость испарения 0m  
при вы к лю ченном на гре вателе, можно оценить плотность потока пара над на-
гре ва те лем:
                              (17)
Экспериментально измеренный поток пара jэксп, уходящий вверх от поверх-
ности жидкости, скла ды вается из диффузионного jd и конвективного jcon потоков. 
Подъемную силу создает только конвективный пото к:
jcon = jэксп - jd .                                    (18)
Чтобы его оценить, сделаем оценку вклада диффузионного потока. Диф фу-
зи он ный поток возникает из-за градиента концентрации молекул во дяного пара 
zn′ , который, в свою очередь, обусловлен конденсацией части па ра при удалении 
от поверхности вследствие понижения температуры:
jd = -md n'z ,                                      (19)
где m — масса молекулы воды, d — коэффициент диффузии, который можно 
оце нить по полуэмпирической формуле [9]:
,                                (20)
где d0 ≈ 2.16·10-5 м2/с. Применим для оценок формулу для идеального газа 
p = nkT, где p — пар ци альное давление водяного пара, k — постоянная Больц-
мана, и скорость конвективного потока u равна:
,                                     (21)
Для градиента давления имеем:
z z zp kTn knT′ ′ ′= + ,                                 (22)
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отсюда:
.                    (23)
Будем считать, что зависимость парциального давления насыщенного пара 
от температуры определяется уравнением Клапейрона-Клаузиуса:
,        (24)
где L — удельная теплота испарения, p0 — давление при температуре T0.
Вблизи поверхности (при малых z) температура:
,                                (25)
парциальное давление насыщенного водяного пара:
,                            (26)
градиент парциального давления насыщенного водяного пара:
,                                (27)
градиент концентрации молекул водяного пара:
.              (28)
Подставляя в формулу (19), находим плотность диффузионного потока:
,                       (29)
далее по формуле (18) найдем плотность конвективного потока, а по формуле 
(21) — скорость конвективного потока, которая по формуле Стокса оп ре де ля ет 
подъ ем ную силу F, действующую на каплю. Приравнивая F силе тяжести, 
дейст ву ю щей на каплю:
,                           (30)
где μ = [10] — динамическая вязкость влажного воздуха, можно найти расчет-
ное значение максимального радиуса капли, при котором капля еще может 
удерживаться над поверхностью:
.                                (31)
Результаты оценок при ведены в таблице. Таким образом, во всем изученном 
диапазоне температур межфазной поверхности расчетная скорость паровоздуш-
ного потока достаточна для Стоксовской левитации капель кластера.
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69 2.99 3.1 3.9·107 7.3·1027 3.7·10-2 7.0·10-3 3.0·10-2 0.16 38 10
83 5.35 3.2 6.6·107 1.3·1028 8.7·10-2 1.4·10-2 7.3·10-2 0.22 46 25
93 7.85 3.3 9.5·107 2.0·1028 1.7·10-1 2.2·10-2 1.5·10-1 0.32 56 50
Выводы. Эксперимен таль ные и теоретические исследова ния, частично под-
твердив аэродинамическую модель капельного кластера, пред ложенную в ста-
тье [1], по з во лили внес ти в нее существенные из ме не ния и уточнения. Перепад 
темпера тур между крайними нижней и верхней точками на по верхности капли 
достига ет нескольких Кельвинов, а число Марангони — зна че ния 360, что 
означает существование интен сив ных термо ка пил ляр ных течений в капле. 
Найдено при бли женное аналити чес кое решение гидродинамичес кой задачи 
и показано, что в капле возникают вих ревые течения, для которых найдены 
линии тока и ком по ненты скорости. Ха рактерная скорость течения жид кости 
внутри капли по порядку величины равна 0.1 м/с. Получена оценка угловой 
скорости вращения всей капли ω ~ 102 с-1; скорость движения трас серных микро-
частиц по поверх ности жидкости подтверждает эту оценку. Однако вращение 
капель не объясня ет подъемной силы, т.к. угловая скорость вращения на 2 по-
рядка меньше не об хо димой величины. Причиной, создающей подъемную силу, 
яв ля ется дей ст вие па ро воздушного потока вслед ствие интенсивного ис па рения 
жид кос ти с нагретого участка ее поверхности. Теоретические оценки находятся 
в хорошем согласии с экспериментальными данными.
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